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Gauge Field Theory of an U3-invariant Pais Equation

We are looking for the gauge field theory which cor-
responds to the U3-invariance of the recently obtained
free particle Dirac equation generalized according to an
idea of Pais.

Eichfeldtheorien leiten sich aus den Symmetrie-
eigenschaften von Wellengleichungen fiir krifte-
freie 1-Teilchen-Systeme ab. Hier fragen wir speziell
nach den Eichfeldern, die zur U3-Invarianz der in
Anlehnung an Pais [1] verallgemeinerten Dirac-
Gleichung gehéren, welche Verf. [2] kiirzlich unter-
sucht hat. Mit %, ¢ und mo als Einheiten lautet die
Wellengleichung

(iyd, + ata)y(z, Q) = 0;

_ Als BY 5 1 °)
oblos2). @blom )
Q= (Q1.Q=2, Q3). (1)

Die unitiren Transformationen im Q-Raum er-
geben sich aus

yoy =chy, n=ana, 5 =1y (2)
Wegen

a =einagetin, =Sa, §=ecein (3)
ist ata'=a'S'Sa=a’'a unitirinvariant. Der
hohen Symmetrie entsprechen zahlreiche Erhal-
tungssitze. Seien p und 3’ zwei Lésungen von (1),
so gilt die iibliche Kontinuititsgleichung:

wu@yiy) =0, Pp=1ylosi.

Darin kann u’ mit beliebigem 7 gemiall (2) aus y
abgeleitet werden. Es geniigt die infinitesimalen
Transformationen zu betrachten. Damit erhilt man
neun Kontinuititsgleichungen:

Ou(pat lpayry) =0, ac(1,2,...,9), 4
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in denen A, neun Basismatrizen sind, die wir wie
folgt wiihlen:
000 | 000
001 { 000 | 000 [ 00O | 000 [ 100 | 000 | 010 | 000,
000 | 100 | 000 | 010 [ 000 | 000 | 000 | 000 | 001

we(1,2,....9). (5)

010 | 000 | 001 | 000 | 100 | 000 | 000

j.g( —

Wegen der Hermitezitit von z gilt

n=x*Ra gt =g 25 =22 1=,
JTE = T, 8% = 8, g9k = (6)
Die Wellengleichung ist invariant, wenn alle b
konstant sind. Doch gilt diese Symmetrie fiir ein
einzelnes Teilchen nur, wenn man von Umwelt-
einfliissen absehen kann, wenn man also so tun
darf, als wire das Teilchen allein auf der Welt.
Durch die Umwelteinfliisse geht die globale Kon-
stanz der x* verloren. Im Falle 2-abhingiger y*(x)
und 7 (x) = Ay z*(x) ergibt sich
a# — e‘“’, e'“ e*’f’?., = a'g
(—1)

(—1)?
+-T_“[1}0:aﬂ]+" 2! ) [nﬂ![no,ég}]-l-"'_

Darin ist

(70, Ou] = — ““?ﬂ“s Nu:=0pum,
so dafB3 wir obige Transformation wie folgt schreiben
konnen:

a” — aj_g === a*Eﬂa!
(—i)  (—ip
f“ — "—'l—!—_ Ny 4= 2T— [7}', ??#]
(—2)3
b Dl (7)

Bei Einschluff der Umwelteinfliisse wird also die
Symmetrie der Gleichung fiir ein Teilchen gestort.

Wegen des hierarchischen Aufbaus der Welt,
nach dem man immer wieder Teile derselben als
isoliert von der Umwelt betrachten kann, nach der
also Teile immer wieder die volle Symmetrie haben,
miissen wir die 1-Teilchen-Wellengleichung durch
Terme erginzen, die sich gegenliufig zu 9, in (7)
transformieren. Das fiithrt zur Einfithrung von
Eichfeldern, die nach (7) in a, a bilinear sein
und sich wegen 0, und 0, in (7) wie ein kovarianter
Vektor verhalten miissen. Darum machen wir den
Ansatz

V=0 +a'Py()a, (8)
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der bei folgender Eichtransformation invariant ist:

w—re“‘m', a“ﬁeu_“féﬂa‘

(pg‘%'(bu+5“. (9)

Wegen der Eichvariabilitit von @, sind diese
Felder wie die Potentiale in der Elektrodynamik
nicht unmittelbar meBbar. Wir miissen darum zu
den Eichinvarianten Feldern
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Mit dem Ansatz

Dy (x) = Dy* () Ax (12)
erhilt man daraus

Fr,=0,Dy7 — 0, Dy” + CL P> DB, (13)
Darin sind C die durch

[Ax, Ag) = Cip 2y (14)

definierten, auf die Basismatrizen (5) bezogenen

Fu=[Vy,Vy]=a'Fya (10)  Strukturkonstanten der Gruppe U3. Wegen @} = @,
. . haben die @ dieselben Reellititseigenschaften wie
tibergehen. Nach (9) folgt daraus z* in (6). Die Strukturkonstanten kann man aus
Fup=0,Dy— 0Dy + [Py, Dy). (11)  folgender Kommutatortafel entnehmen:
;-3 = Al ).2 ).3 ;.4 25 ;.5 ;.7 ;-8 ;.9
la=MN1 0 26 — 25 Ag — Ao 0 0 0 —74 A1
A — Jg 0 n 0 Ay — A7 0 e 0 — As
A3 25 — 24 0 0 0 i1 —Ag |— 23 A3 0
Ay | Ao — 28 0 0 0 — A3 Ao 0 Aa — Aa
A5 0 Ay — Ao 0 A3 0 — A — A5 0 y
6 0 0 Ag— g | — A2 A1 0 s — g 0
A 0 — 2 23 0 As — 26 0 0 0
™ A1 0 — /3 — M 0 A 0 0 0
Ao | — 1 e 0 Aq — A 0 0 0 0

Nach Einfithrung der Eichfelder lautet die Wel-
lengleichung

{#(0y + a' Dy(z)a) + ata}y(x,Q) = 0. (15)

Seien 75“ nach links wirkende Ableitungen, so
lautet die adjungierte Gleichung

P(x, Q) {?"“(—Eu + a'®y(2) @) + at a}=0.
Daraus erhilt man offensichtlich dieselben Konti-
nuititsgleichungen wie oben und dieselben Vierer-
stromdichten

sub = pal yaypiyp. (16)

Wihrend wir bisher wie bei der Eichtheorie der
Elektrodynamik vorgehen konnten, stehen wir bei
der Ableitung der Quellengleichung vor einer neu-
artigen Aufgabe. Denn die Stromdichten kénnen
als Zahlenfunktionen nicht unmittelbar mit den

Operatoren Ia‘m konfrontiert werden. Man muf
vielmehr zu

PFuwy=ypa' Fyay = Fj pat lyay
iibergehen.

Aber auch damit kommen wir noch nicht zum
Ziel. Unterwerfen wir nimlich die Basismatrizen
einer linearen Transformation, so mufl sich F3,
wie @,* kontragredient zu A, transformieren.
Obiger Ausdruck ist also invariant, wihrend sich
su# kogredient zu A, transformiert. Dieser Schwie-
rigkeit kann man nur dadurch begegnen, dall man
die Strukturkonstanten C}g einschiebt, die im
Parameterraum der Gruppe einen einfach kontra-
varianten und zweifach kovarianten Tensor bilden,
der auBlerdem in a, f schiefsymmetrisch ist. So
erhilt man schlieBlich folgende Quellengleichun-
gen:

0y (P Cls FP1" at )y ay)

= Bpytatlzay. (17)
Sie sind klarerweise mit der Kontinuitétsgleichung
im Einklang, weil der Tensor F»# in u, » schief-
symmetrisch ist. Die Kopplungskonstante f§ ent-
spricht 4z in der Elektrodynamik. Einstweilen
ist jedoch nicht einmal ihr Vorzeichen bekannt.
Wie in der Elektrodynamik und Allgemeinen Rela-
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tivititstheorie besteht Superponierbarkeit der Quel-
len. Ebenso bleibt die Eigenschaft erhalten, daf3
auf der linken Seite keine hoheren als zweite Ab-
leitungen der Potentiale vorkommen, so dall es
zwischen den Quellen und Feldern keine intermedi-
dren Mechanismen gibt. Auch ist es nicht moglich,
den Tensor C}; im Parameterraum durch einen
andern zu ersetzen, ohne ad-hoe-Strukturen einzu-
fithren, die nicht von vorneherein im Spiele sind.
Denn Produkte des Tensors € wie C X C,C x C x C
usw. ergeben auch nach Verjiingungen keine weite-
ren Tensoren vom Typus C. Unter den Bedingun-
gen, die Eichtheorien gewdhnlich erfiillen, sind also
die obigen Quellengleichungen eindeutig bestimmt.

[1] A. Pais, Physica 19, 869 (1953).

Man beachte, daB die Transformation pa’ ay,
die zur SU3 hinzukommt, nicht mit der Phasen-
transformation identisch ist, welche zur Elektro-
dynamik fithrt. Zwar reduziert sich innerhalb einer
Darstellung (m, n) diese Transformation auf eine
der Phasen. Doch sind die Phasen bei verschiedenen
Darstellungen ganzzahlige Vielfache einer klein-
sten.

Wir begniigen uns hier mit der obigen Ableitung
der Eichtheorie. Die Integration der Gln. (15) und
(17) wird nicht einfach sein, so daB sich Detail-
rechnungen vor der Quantisierung kaum empfehlen.

[2] F. Bopp, Z. Naturforsch. 35a 252 (1980). Erginzung
in S.B. math.-naturw. Kl. Bay. Akad. Wiss. 1980.



